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CAPITULATION DES 2-CLASSES D’IDE´AUX DE TYPE
(2, 4)
ABEDELMALEK. AZIZI AND MOHAMMED. TAOUS
Abstract. In this paper, we establish two main results which give con-
ditions necessary and sufficient for a 2-group metabelian such that G/G′
is of type (2, 4) either metacyclic or not. If G is the Galois group of
k
(2)
2 /k where k
(2)
2 is the the Second Hilbert 2-class field of a number field
k, we will get results on the problem of capitulation.
Re´sume´. Dans ce travail, nous allons e´tablir deux re´sultats principaux
qui donnent les conditions ne´cessaires et suffisantes pour que un 2-groupe
me´tabe´lien tel que G/G′ est de type (2, 4), soit me´tacyclique ou non. Si
G est le groupe de Galois k
(2)
2 /k, ou` k
(2)
2 le deuxie`me 2-corps de classes
de Hilbert d’un corps de nombre k, nous obtiendrons des re´sultats sur le
proble`me de capitulation.
1. Introduction
Soient x, y et z des e´le´ments d’un groupe G. le commutateur de x et de
y est l’e´le´ment :
[x, y] = x−1y−1xy = x−1xy.
On peut facilement montrer les proprie´te´s suivantes :
[xy, z] = [x, z]y[y, z]. (1)
[x,yz] = [x, z][x, y]z. (2)
Si X et Y sont deux sous-ensembles de G, on de´signe par [X, Y ] le groupe
engendre´ par les commutateurs [x, y] ou` x ∈ X et y ∈ Y ; et G′ = [G,G]
de´signera le groupe de´rive´ (ou le groupe des commutateurs) de G et par γi(G)
le i-e`me terme de la se´rie centrale descendante de G de´finie par γ1(G) = G et
γi+1(G) = [γi(G), G]. On dit que G est nilpotent s’il existe un entier c tel que
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γc+1(G) = 1. Le plus petit entier qui ve´rifie cette e´galite´ est appele´ classe de
nilpotence de G. Il est bien connu qu’un p-groupe G est nilpotent. On ap-
pelle exposant d’un groupe abe´lien le plus grand des ordres de ses e´le´ments.
Rappelons qu’un groupe G est me´tabe´lien si son groupe de´rive´ G′ = [G,G]
est abe´lien est me´tacyclique si il posse`de un sous-groupe cyclique normal H ,
tel que le quotient G/H est cyclique. notons aussi par d(G), Le rang de G,
c’est est le nombre minimal de ge´ne´rateurs de M
Dans la section 2, nous allons e´tablir deux re´sultats principaux (the´ore`me
7 p. 7 et the´ore`me 9 p. 10), qui donnent les conditions ne´cessaires et suf-
fisantes pour que un 2-groupe me´tabe´lien tel que G/G′ est de type (2, 4)
(c’est-a`-dire isomorphe a` Z/2Z×Z/4Z), soit me´tacyclique ou non. cette nou-
velle caracte´risation est diffe`rent a` celle donner par N. Blackburn (the´ore`me
2) ; elle va nous aider a` e´tudier le proble`me de capitulation des 2-classes
d’ide´aux de type (2, 4). Le re´sultat principal est le the´ore`me suivant :
The´ore`me A. Soient G un 2-groupe tel que G/G′ est de type (2, 4) et M le
sous-groupe maximal de G tel que M/G′ est de type (2, 2). Alors M/M ′ est
de type (2, 2, 2) ou (2,2m). Plus pre´cise´ment, les proprie´te´s suivantes sont
e´quivalentes :
1. G est me´tacyclique ;
2. M/M ′ est de type (2, 2m) avec m ≥ 1 ;
3. d(M) = 2.
Soient k un corps de nombres de degre´ fini sur Q, p un nombre premier,
Ck (resp. Ck,p) le groupe (resp. le p-groupe) de classes de k. On note k
(1) le
corps de classes de Hilbert de k au sens large. Soit k(n) (pour n un entier
naturel) la suite de corps de classes de Hilbert de´finie par : k(0) = k et
k(n+1) = (k(n))(1). Nous de´finissons de la meˆme fac¸ons la tour des p-corps de
classes de Hilbert de k. Il suffit de remplacer les k(n) par les k
(n)
p et les corps
par les p-corps. Soient M une extension cyclique non ramifie´e de k, Ck,M le
sous-groupe de Ck associe´ a` M par la the´orie du corps de classes, et jk→M
le morphisme de Ck vers CM qui fait correspondre a` la classe d’un ide´al A
de k l’ide´al engendre´ par A dans M et NM/k la norme de M/k. Taussky dit
que
• M est de type (A) ⇔ | ker(jk→M) ∩ NM/k(CM)| > 1,
• M est de type (B) ⇔ | ker(jk→M) ∩ NM/k(CM)| = 1.
D’apre`s la the´orie du corps de classes le noyau de jk→M s’identifie au noyau
du transfer VG→H : G/G
′ → H/H ′ ou`G = Gal(k(2)2 /k) etH = Gal(M(2)2 /M).
Pour calculer le noyau du transfer VG→H , on va utiliser la formule suivante
([Mi-89]) : Pour g ∈ G, si on pose f = [〈g〉.H : H ] et {x1, x2, . . . ,xt} un
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ensemble de repre´sentants de G/〈g〉H , alors on a
VG→H(gG
′) =
t∏
i=1
x−1i g
fxi.H
′. (3)
Si le 2-groupe de classes de k est de type (2, 4), la structure de G est
classiquement peut de´terminer dans des cas particuliers, en e´tudiant le type
de capitulation de k dans les trois extensions quadratiques non ramifie´es
de k. Pour cela il est ne´cessaire de trouver le syste`me fondamentale de ces
corps, ce qui n’est pas toujours possible. Mais dans plusieurs cas, le type de
capitulation nous ne donne pas des informations sur G. Comme G/G′ est
de type (2, 4), nous appliquons le the´ore`me A et nous trouvons un nouveau
crite`re utile pour de´terminer le type de G :
The´ore`me B. On garde les notations pre´ce´dentes. Supposons que G est
d’ordre > 16, alors les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
1. G est me´tacyclique ;
2. Le 2-groupe de classes de K3,2 est de type (2, 2
m) avec m ≥ 3 ;
3. Le 2-nombre de classes de K3,2 est > 8 ;
4. Le 2-groupe de classes de K1,4 est cyclique d’ordre > 2.
Contrairement a` la me´thode traditionnelle, nous avons caracte´riser la
me´tacycliqulicite´ de G. Par exemple dans le travail de E. Benjamin, C.
Snyder [Be-Sn-94], si | ker(jk→Ki,2) ∩ NKi,2/k(CKi,2)| = 2, pour chaque Ki,2
extension quadratique non ramifie´e de k (on dit que la capitulation est de
type 2A2A2A), nous ne pouvons rien dire sur la structure de G. Pour nous
si le 2-rang du groupe de classes de K3,2 est e´gal a` 2, nous obtiendrons que
G est me´tacyclique, puis nous calculons des noyaux de transfer, ce qui nous
permet de re´soudre le proble`me de capitulation d’une fac¸ons comple`te.
2. Sur les 2-groupes dont l’abe´lianise´ est de type (2, 4)
Nous commenc¸ons par donner un the´ore`me qui nous sera utile par la suite :
N. Blackburn a montre´ dans [Bl-581] que :
The´ore`me 1. Soit G un p-groupe. Si G/G′ ≃ (pn, pm) tel que n ≤ m, alors
1. γ2(G)/γ3(G) est cyclique d’ordre ≤ a` pn ;
2. l’exposant de γi+1(G)/γi+2(G) divise l’exposant de γi(G)/γi+1(G).
Si G est un groupe non re´duit a` un e´le´ment, un sous-groupe H de G
est dit maximal si le seul sous-groupe de G, distinct de G et contenant
H est H lui-meˆme. Le sous-groupe de Frattini Φ(G) d’un groupe G est
l’intersection de tous ses sous-groupes maximaux. Par exemple si G est un
2-groupe, alors Φ(G) = G2 ([Hu-67]). Si G de´signe un 2-groupe d’ordre 2n
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tel que γ1(G)/γ2(G) est de type (2, 4), la situation est sche´matise´e par le
diagramme suivant :
γ3(G)

G′
{{①①
①①
①①
①①
①
 ##❋
❋❋
❋❋
❋❋
❋❋
N1
##●
●●
●●
●●
●●
N3
{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇
 ##●
●●
●●
●●
●●
N2
{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇
H
##●
●●
●●
●●
●●
M

K
{{✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇
G
Figure 1.
Nous allons montrer dans cette section des nouveaux re´sultats pour ce
groupe G, mais nous allons tout d’abord rappeler brie`vement des re´sultats
pour le cas ou` G′ est cyclique non-trivial. Soit c la classe de nilpotence de
G, alors
|G| = [G : G′]
c∏
i=2
[γi(G) : γi+1(G)]. (4)
Le the´ore`me pre´ce´dent entraˆıne que [γi(G) : γi+1(G)] = 2 pour 2 ≤ i ≤ c,
par conse´quent c = n − 2. Rappelons qu’un tel groupe qui ve´rifie cette
e´galite´ est dite de classe presque maximale. D’autre part, C. Baginski et
A. Konovalov, ont donne´ dans [B-K-04] la liste comple`te de ces groupes en
fonction de leurs ge´ne´rateurs et suivant certaines relations. parmi eux un
the´ore`me de´crit tout les groupes G qui sont me´tacycliques. Le nombre de
groupes G me´tacycliques d’ordre 2n, n ≥ 5 ou` G/G′ est de type (2, 4) est
e´gal a` : {
3, si n = 5 ;
4, si n > 5.
Ils sont donne´s par la repre´sentation suivante :
Gm = 〈a, b : a2n−2 = 1, b4 = z1, ab = a−1z2〉,
ou` 1 ≤ m ≤ 4 et les valeurs de z1 et de z2 sont donne´es dans le tableau
suivant (pour G4 nous avons n > 5).
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G1 G2 G3 G4
z1 1 1 a
2n−3 1
z2 1 a
2n−3 1 a2
n−4
Tableau 1.
Pour la preuve de ce re´sultat, l’auteur peut voir [Ja-75], The´ore`me 5.3, p.
352. En fin rappelons que si G un 2-groupe me´tacycliques d’ordre 16 tel que
G/G′ est de type (2, 4), alors G est e´gal a`
M16 = 〈a,b : a8 = b2 = 1, ab = a5〉 ou G1 = 〈a,b : a4 = b4 = 1, ab = a−1〉.
2.1. Sur les p-groupe G dont l’abe´lianise´ est de type (pn, pm). Dans
cette sous-section nous donne quelque re´sultats sur les p-groupe G dont
l’abe´lianise´ est de type (pn, pm) duˆs a` Blackburn [Bl-58, p. 334 et 335]. Un
tel groupe G est engendre´ par deux e´le´ments a et b tels que ap
n ≡ bpm ≡ 1
mod γ2(G) (The´ore`me de la base de Burnside).
The´ore`me 2. Un p-groupe G est me´tacyclique si et seulement si G/Φ(G′)γ3(G)
est me´tacyclique.
Lemme 3. Si G est un p-groupe non abe´lien engendre´ par deux ge´ne´rateurs,
alors Φ(G′)γ3(G) est le seul sous-groupe maximal de G
′ normal dans G.
Lemme 4. Si G est p-groupe non me´tacyclique tel que G/G′ est de type
(pn, pm), alors G engendre´ par deux ge´ne´rateurs a et b et G/Φ(G′)γ3(G) est
engendre´ par a et b modulo Φ(G′)γ3(G) tel que
[a, b] = c, ap
n ≡ bpm ≡ cp ≡ [a, c] ≡ [b, c] ≡ 1 mod Φ(G′)γ3(G)
Corollaire 1. Soit G un 2-groupe tel que G/G′ est de type (2, 4). Alors
1. G est engendre´ par deux e´le´ments a et b tels que a2 ≡ b4 ≡ 1 mod γ2(G) ;
2. Φ(G′)γ3(G) = γ3(G) ;
3. G est me´tacyclique si et seulement G/γ3(G) est me´tacyclique ;
4. Si G est non me´tacyclique, alors a2 ≡ b4 ≡ c2 ≡ [a, c] ≡ [b, c] ≡ 1
mod γ3(G) avec [a, b] = c.
Preuve. 1. c’est une conse´quence imme´diate du the´ore`me de la base de Burn-
side.
2. Le re´sultat est e´vident si G est abe´lien. Supposons que G est non
abe´lien, alors le the´ore`me 1 montre que [G′ : γ3(G)] = 2, donc γ3(G) est
un sous-groupe maximal de G′ normal dans G, ainsi le lemme 3 implique
que Φ(G′)γ3(G) = γ3(G).
3. et 4. e´vident. 
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E. Benjamin et C. Snyder ont donne´ dans [Be-Sn-94] un lemme qui aide
a` ve´rifier si le 2-groupe G tel que G/G′ est de type (2, 2m), est me´tacyclique
ou non(m > 1). Avant de continuer rappelons que Le groupe modulaire M2n
c’est un groupe d’ordre 2n (n > 3) avec la repre´sentation suivante :
〈a, b : a2n−1 = b2 = 1, [a, b] = a2n−2〉.
Le groupe M2n est me´tacyclique et M2n/γ2(M2n) ≃ (2, 2n−2). En particulier
γ2(M2n) est d’ordre deux. Si nous posons G
(2,2) = Φ(G)2[G,Φ(G)], le lemme
est le suivant :
Lemme 5. Soit G un 2-groupe tel que G/G′ est de type (2, 2m), ou` m > 2.
Alors
i) si G est abe´lien, alors G/G(2,2) est de type (2, 4) ;
ii) si G est modulaire, alors G/G(2,2) est de type (2, 4) ;
iii) si G est me´tacyclique non modulaire, alors G/G(2,2) est l’unique groupe
me´tacyclique non modulaire d’ordre 16 dont l’abe´lianise´ est de type
(2, 4) ;
iv) si G est non me´tacyclique, alors G/G(2,2) est l’unique groupe non
me´tacyclique d’ordre 16 dont son abe´lianise´ est de type (2, 4).
Si G est un 2-groupe tel que G/G′ est de type (2, 4), le lemme pre´ce´dent
c’est presque le corollaire pre´ce´dent. La remarque suivante montre cette
co¨ıncidence.
Remarque 1. Soit G un 2-groupe tel que G/G′ est de type (2, 4). Alors
G(2,2) = γ3(G).
Preuve. Soit G = 〈x, y〉 tel que x2 ≡ y4 ≡ 1 mod γ2(G). Remarquons
d’abord que G(2,2) = (G2)2[G,G2]. N. Blackburn et L. Evensa ont prouve´
dans [B-E-79, corollaire 2.3, p. 104] que G(2,2) = G4γ22(G)γ3(G). Comme
γ2(G)/γ3(G) est d’ordre 2, alors γ
2
2(G) ⊆ γ3(G), ainsi G(2,2) = G4γ3(G).
Si G est un groupe abe´lien me´tacyclique d’ordre 16, alors G4 = 1 et
la remarque est donc e´vidente. Supposons que G est me´tacyclique d’ordre
> 16. Nous pouvons montrer facilement que γ2(G) = 〈x2〉 (voir dans la
suite le lemme 8), donc nous avons γ3(G) = 〈x4〉, ce qui nous donne que
γ3(G) ⊆ G4 et G(2,2) = G4. De plus nous savons que γ2(G)/γ3(G) est d’ordre
2 et γ3(G) ⊆ G(2,2) ⊆ γ2(G), alors G(2,2) = γ2(G) ou bien G(2,2) = γ3(G). Si
nous avons le premier cas, nous obtiendrons aussi que G4 = γ2(G). Ce qui
est impossible, car x4 ∈ G4 et x4 /∈ γ2(G).
Si G est non me´tacyclique, alors x2 ≡ y4 ≡ 1 mod γ3(G) (Corollaire 1).
Alors G4 ⊆ γ3(G), et par suite G(2,2) = γ3(G). 
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2.2. Re´sultats principaux. L’ide´e de ces re´sultats est une conse´quence
d’une e´tude d’un cas particulier ou G est groupe de Galois d’une certaine
extension de corps de nombres([Az-Ta-08]). Pour passer a` un 2-groupe quel-
conque les travaux de E. Benjamin, F. Lemmermeyer, et C. Snyder et surtout
l’article [Be-Le-Sn07] m’ont beaucoup m’aider de de´montrer mes conjectures.
Nous reprenons les notations introduites en [Be-Le-Sn97, Lemme 1]. Soit
G = 〈a, b〉 un 2-groupe non me´tacyclique me´tabe´lien tel que a2 ≡ b4 ≡ 1
mod γ2(G). Les termes ci sont de´finis comme suit : [a, b] = c = c2 et
cj+1 = [b, cj ]. Nous avons G
′ = 〈c2, c3, . . .〉, γ3(G) = 〈c22, c3, . . .〉 et γ4(G) =
〈c42, c23, c4, . . .〉 voir [Be-Le-Sn97, Lemme 2]. Comme M est un sous-groupe
maximal de G tel que M/G′ est de type (2, 2), alors M = 〈a, b2, G′〉. Un
calcul e´le´mentaire utilisant le [Be-Le-Sn97, Lemme 2] permet de ve´rifier que
M ′γ4(G) = γ3(G). Par [Hal-33, The´ore`me 2.49ii], nous avons M
′ = γ3(G).
Ceci nous permet d’e´noncer le lemme suivant :
Lemme 6. Soient G un 2-groupe non me´tacyclique me´tabe´lien tel que G/G′
est de type (2, 4) et M le sous-groupe maximal de G tel que M/G′ est de
type (2, 2). Alors M ′ = γ3(G).
Corollaire 2. Soient G le seul 2-groupe non me´tacyclique d’ordre 16 tel que
G/G′ est de type (2, 4) et M le sous-groupe maximal de G tel que M/G′ est
de type (2, 2). Alors M/M ′ est de type (2, 2, 2).
Preuve. Comme G est le seul 2-groupe non me´tacyclique d’ordre 16 tel que
G/G′ est de type (2, 4) et M le sous-groupe maximal de G tel que M/G′ est
de type (2, 2). Alors
G = 〈a,b : c = [a, b], a2 = b4 = c2 = 1, [a, c] = [b, c] = 1〉.
Comme G′ = 〈c〉, alors G est me´tabe´lien et
M = 〈a, b2, c〉 et M ′ = 〈[a, c], [a, b2],[b2, c]〉.
Les proprete´s (1) et (2) entraˆınent que
[a, b2] = [a, b] · [a, b]b = c · cb = c2[c,b] = 1
[b2, c] = [b, c]b · [b, c] = 1.
Par suite M est un groupe abe´lien d’ordre 8 ; or a2 = b4 = c2 = 1, alors
M = M/M ′ est de type (2, 2, 2). 
Le the´ore`me suivant ge´ne´ralise cette re´sultat a` un 2-groupe non me´tacyclique
quelconque.
The´ore`me 7. Soient G un 2-groupe me´tabe´lien tel que G/G′ est de type
(2, 4) et M le sous-groupe maximal de G tel que M/G′ est de type (2, 2).
Alors les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
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1. G est non me´tacyclique ;
2. M/M ′ est de type (2, 2, 2) ;
3. d(M) = 3.
Preuve. Rappelons que si d(G) est le nombre minimal de ge´ne´rateurs d’un
groupe G et M est un sous-groupe d’indice fini de G, alors l’ine´galite´ de
Schreier est :
d(M)− 1 ≤ [G : M](d(G)− 1) .
Pour notre cas si G = G = 〈a, b〉 tel que a2 ≡ b4 ≡ 1 mod γ2(G) et
M = M = 〈a, b2, γ2(G)〉, alors d(M) ∈ {1, 2, 3} ; or M ne peut pas eˆtre
cyclique car il admet trois sous-groupes maximaux (N1, N2 et N3 voir Figure
1). On conclut que d(M) ∈ {2, 3}.
1. ⇒ 2. Supposons que G est non me´tacyclique, alors le lemme 6 nous
montre que M ′ = γ3(G). Comme G/G
′ est de type (2, 4), Le the´ore`me 1
donne que γ2(G)/γ3(G) est d’ordre e´gal a` 2. Par le corollaire 1, nous trouvons
que a2 ≡ b4 ≡ c2 ≡ 1 mod γ3(G) avec [a, b] = c. Ceci montre que l’exposant
de M/M ′ est 2. Remarquons que
[M : M ′] = [M : γ3(G)] = [M : γ2(G)] · [γ2(G) : γ3(G)] = 4 · 2 = 8,
alors M/M ′ est de type (2, 2, 2).
2. ⇒ 3. D’apre`s the´ore`me de la base de Burnside.
3. ⇒ 1. Si d(M) = 3, alors G ne peut pas eˆtre me´tacyclique, car si G est
un sous-groupe d’un p-groupe me´tacyclique, alors nous avons d(G) ≤ 2. 
On reprend les notations pre´ce´dentes. Dans le cas me´tacyclique nous avons
le lemme suivant :
Lemme 8. Soient G un 2-groupe me´tacyclique d’ordre 2n tel que n ≥ 4 et
G/G′ est de type (2, 4) et M le sous-groupe maximal de G tel que M/G′ est
de type (2, 2). Alors M ′ est d’ordre ≤ 2. De plus
M ′ =
{
1, si G = G1, G2, G3 ou G = M16 ;
〈a2n−3〉, si G = G4.
Preuve. Supposons que n ≥ 4 et G est non modulaire, alors
G = Gm = 〈a, b : a2n−2 = 1, b4 = z1, ab = a−1z2〉,
ou` 1 ≤ m ≤ 4 et les valeurs de z1 et de z2 sont donne´es dans le tableau 1
(n = 4 seulement pour G = G1, pour G4 nous avons n > 5). Comme G est
un groupe me´tacyclique, alors G′ est cyclique, ce qui nous permet d’e´crire
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G′ = 〈[a, b]〉. Calculons [a, b] :
[a, b] = a−1ab = a−2z2
=


a−2, si G = G1 ou G3 ;
a−2+2
n−3
, si G = G2 ;
a−2+2
n−4
, si G = G4.
(5)
=


a−2, si G = G1 ou G3 ;
a−2(1−2
n−4), si G = G2 ;
a−2(1−2
n−5), si G = G4.
Pour G = G2, n ≥ 5, alors 1 − 2n−4 est un nombre impair. Pour G = G4,
n ≥ 6, alors 1− 2n−5 est un nombre impair. Par conse´quent on peut de´duire
que :
G′ = 〈[a, b]〉 = 〈a−2〉 = 〈a2〉.
Comme a2 ≡ b4 ≡ 1 mod γ2(G), alors M = 〈a, b2〉 et M ′ = 〈[a, b2]〉. La
proprie´te´ (2) donne [a, b2] = [a, b][a, b]b. Calculons [a, b]b :
[a, b]b =


(a−2)
b
, si G = G1 ou G3 ;
(a−2+2
n−3
)
b
, si G = G2 ;
(a−2+2
n−4
)
b
, si G = G4.
=


a2, si G = G1 ou G3 ;
a(−1+2
n−3)(−2−2n−3), si G = G2 ;
a(−1+2
n−4)(−2−2n−4), si G = G4.
=


a2, si G = G1 ou G3 ;
a2−2
n−3
−2n−2+22n−6 , si G = G2 ;
a2−2
n−4
−2n−3+22n−8 , si G = G4.
La relation (5) entraˆıne que
[a, b2] =


1, si G = G1 ou G3 ;
a−2
n−2+22n−6 , si G = G2 ;
a−2
n−3+22n−8 , si G = G4.
=


1, si G = G1 ou G3 ;
a2
n−2(−1+2n−4), si G = G2 ;
a2
n−3(−1+2n−5), si G = G4.
Comme a2
n−2
= 1, alors M ′ est d’ordre ≤ 2. De plus
M ′ =
{
1, si G = G1, G2 ou G3 ;
〈a2n−3〉, si G = G4.
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Si G est modulaire, alors G = M16 = 〈a,b : b2 = a8 = 1, ab = a5〉. Il est facile
de voir que [a, b] = a4 et [a, b]a = a4, ainsi M ′ = 〈[a2, b]〉 = 〈a8〉 = 1. Cela
ache`ve la preuve du lemme. 
The´ore`me 9. Soient G un 2-groupe non abe´lien tel que G/G′ est de type
(2, 4) et M le sous-groupe maximal de G tel que M/G′ est de type (2, 2).
Alors les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
1. G est me´tacyclique ;
2. M/M ′ est de type (2, 2m) avec m ≥ 2 ;
3. d(M) = 2.
Preuve. 1.⇒ 2. Soit G un 2-groupe me´tacyclique non modulaire d’ordre 2n.
Si n ≥ 4 et G = G1, G2 ou G3, puisque M = 〈x, y2〉, le lemme pre´ce´dent
montre que M/M ′ est de type (2, 2n−2). Si n ≥ 6 et G = G4, alors M/M ′ est
de type (2, 2n−3). Si G est le 2-groupe modulaire, alors G = 〈x, y : x2 = y8 =
1, yx = y3〉. Dans le lemme pre´ce´dent nous avons signale´ que M = 〈x, y2〉
est un sous-groupe abe´lien, ce qui donne que M/M ′ est de type (2, 22).
2. ⇒ 3. D’apre`s the´ore`me de la base de Burnside.
3. ⇒ 1. D’apre`s le the´ore`me pre´ce´dent. 
Les deux the´ore`mes pre´ce´dent montre que si M/M ′ est d’ordre > 8, alors
G est un 2-groupe me´tacyclique, mais si M/M ′ est d’ordre e´gal a` 8, alors G
est un 2-groupe modulaire ou isomorphe a` G1, si M/M
′ est de type (2, 4)
ou bien non me´tacyclique, si M/M ′ est de type (2, 2, 2). Ceci nous permet
d’e´noncer les deux corollaire suivants :
Corollaire 3. Soient G un 2-groupe tel que G/G′ est de type (2, 4) et M le
sous-groupe maximal de G tel que M/G′ est de type (2, 2) et M/M ′ est de
type (2, 4). Alors G est un groupe modulaire ou bien
G = G1 = 〈x,y : x4 = y4 = 1, yx = y−1〉.
Corollaire 4. Soient G un 2-groupe tel que G/G′ est de type (2, 4) et M
le sous-groupe maximal de G tel que M/G′ est de type (2, 2) et M/M ′ est
d’ordre > 8. Alors G est me´tacyclique non modulaire non abe´lien.
The´ore`me 10. Soient G un 2-groupe tel que G/G′ est de type (2, 4) et M
(resp. H et K) le sous-groupe maximal de G tel que M/G′ est de type (2, 2)
(resp. H/G′ et K/G′ sont cyclique d’ordre 4). Alors les proprie´te´s suivantes
sont e´quivalentes :
1. G est abe´lien ;
2. M/M ′ est de type (2, 2) ;
3. H est cyclique d’ordre 4 ;
4. K est cyclique d’ordre 4.
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Preuve. 1. ⇔ 2. The´ore`me 7 et The´ore`me 9.
1. ⇒ 3. e´vident.
3. ⇒ 1. Comme [H : G′] = 4 et H est un groupe d’ordre 4, alors G′ = 1,
ainsi G est abe´lien. 
3. Capitulation des 2-classes d’ide´aux de type (2, 4) d’un corps
de nombres
Dans toute la suite de cette section k de´signe un corps de nombres tel que
son 2-groupe de classes est de type (2, 4), alors G/G′ est aussi de type (2, 4),
donc G = 〈a, b〉 tel que a2 ≡ b4 ≡ 1 mod G′ et Ck,2 = 〈c, d〉 ≃ 〈aG′, bG′〉 ou`
(c,k
(2)
2 /k) = aG
′ et (d,k
(2)
2 /k) = bG
′ avec ( . ,k
(2)
2 /k) est le symbole d’Artin
dans k
(2)
2 /k. Par suite, il existe trois sous-groupes normaux de G d’indice 2 :
H1,2, H2,2 et H3,2 tels que
H1,2 = 〈b, G′〉, H2,2 = 〈ab,G′〉 et H3,2 = 〈a, b2, G′〉.
Il existe aussi trois sous-groupes normaux de G d’indice 4 : H1,4, H2,4 et
H3,4 tels que
H1,4 = 〈a,G′〉, H2,4 = 〈ab2, G′〉 et H3,4 = 〈b2, G′〉.
Chaque sous-groupe Hi,j de Ck,2 correspond a` une extension non ramifie´e
Ki,j de k
(2)
2 telle que Ck,2/H ≃ Gal(K/k) et Hi,j = NKi,j/k(Cki,j ,2). La
situation est sche´matise´e par le diagramme suivant :
k
(2)
2OO
k
(1)
2<<
②②
②②
②②
②②
② OO bb
❊❊
❊❊
❊❊
❊❊
❊
K1,4 bb
❋❋
❋❋
❋❋
❋❋
K3,4<<
①①
①①
①①
①①
OO bb
❋❋
❋❋
❋❋
❋❋
K2,4<<
①①
①①
①①
①①
K1,2 cc
●●
●●
●●
●●
●
K3,2OO
K2,2;;
✇✇
✇✇
✇✇
✇✇
✇
k
Figure 2.
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Notre but sera l’e´tude du proble`me de capitulation des 2-classes d’ide´aux
dans les extensions quadratiques non ramifie´es K1,2, K2,2 et K3,2 et aussi si
possible dans les extensions de degre´s 4 non ramifie´es : K1,4, K2,4 et K3,4.
Nous utilisons le symbole (X1, X2, X3) ou` Xi ∈ {4, 2, 2A, 2B} pour i = 1, 2,
3. Xi = 4 ou 2 veut dire que quatre ou deux classes d’ide´aux de k capitulent
dans Ki,2. Xi = 2A (resp. 2B) veut dire que deux classes d’ide´aux de k ca-
pitulent dans Ki,2 et l’extensions quadratique Ki,2 de k est de type A (resp.
B) avec A et B sont les conditions de Taussky.
On sait, d’apre`s [Ki-76] que si L est un corps de nombres etG = Gal(L
(2)
2 /L)
est un 2-groupe tel que G/G′ est de type (2, 2), alors la structure de G est
comple`tement de´termine´e en calculant le nombre des 2-classes qui capitulent
dans les trois extensions quadratiques non ramifie´es de L : | ker ji|, i = 1,
2, 3 et en pre´cisant si les extensions non ramifie´es de L sont de type A ou
B. Plus pre´cise´ment G est abe´lien de type (2, 2), quaternionique, die´dral
ou semi-die´dral ; donc G est toujours un 2-groupe me´tacyclique. Mais dans
le cas ou` G/G′ est de type (2, 2m), avec m > 2 E. Benjamin et C. Snyder
ont propose´ dans [Be-Sn-94] une me´thode pour savoir si G est me´tacyclique
ou non, base´e sur l’e´tude des meˆmes questions pour de G/G(2,2) que pour
G(voir [Be-Sn-94] p. 12). Si on note L1, L2 et L3 les extensions quadratiques
non ramifie´es de L, on a le tableaux suivant :
L1 L2 L3 G
4 4 4 abe´lien
2B 2B 2A modulaire ou non me´tacyclique
2A 2A 4 me´tacyclique
2A 2A 2A me´tacyclique ou non me´tacyclique
Dans les autres cas G est non me´tacyclique. Alors si on a le type (2A, 2A, 2A)
ou (2B, 2B, 2A), nous ne pouvons rien conclure. Dans [Ko-63], H. Koch a ca-
racte´rise´ G/G(2,2), mais seulement dans le cas ou` L est un corps quadratique
imaginaire. Pour nous, nous avons G/G(2,2) = G/γ3(G) (voir corollaire 1 et
remarque 1). Ceci montre que la dernie`re caracte´risation coincide avec celle
de N. Blackburn. Nous avons donne´ dans la Section 2 une nouvelle me´thode
pour savoir si G est me´tacyclique ou non, base´ sur la structure du groupe
abe´lien H3,2/H
′
3,2, c’est la structure du 2-groupe de classes de K3,2.
3.1. Le cas modulaire. Dans cette section, nous e´tudions le proble`me de
capitulation dans le cas ou` G est un 2-groupe modulaire. Alors G = 〈a,b :
a2 = b8 = 1, ba = b5〉. Une application de la formule (3) nous donne le lemme
suivant :
Lemme 11. On garde les notations pre´ce´dentes. Si G est un 2-groupe mo-
dulaire, alors
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1. VG→Hi,2(xG
′) =
{
1, si x = a ;
b4, si x = b2.
avec i = 1, 2.
2. VG→H3,2(xG
′) =
{
b−4, si x = a ;
b4, si x = b2.
3. VG→Hi,4(xG
′) =
{
1, si x = a ;
b4, si x = b.
avec i = 1, 2 ou 3.
Preuve. G = 〈a,b : a2 = b8 = 1, ba = b5〉, alors [b, a] = b−1ba = b4, ansi
G′ = 〈b4〉 et H1,2 = 〈b〉, H2,2 = 〈ab, b4〉, H3,2 = 〈a, b2〉, H1,4 = 〈a, b4〉,
H2,4 = 〈ab2, b4〉, et H3,4 = 〈b2〉. Comme ba = ab5, b8 = 1 et a2 = 1, alors
(ab)4 = abababab = a2b5ba2b5b = b12 = b4,
(ab2)2 = abbab2 = abab7 = a2b12 = b4.
On obtient que H2,2 = 〈ab〉 et H2,4 = 〈ab2〉. On va montrer seulement le
re´sultat 1. Pour les autres re´sultats, il suffit de suivre la meˆme me´thode. Si
i e´gal a` 1 ou a` 2, la formule (3) donnera que
VG→Hi,2(xG
′) =
{
a2H ′i,2, si x = a ;
b4[b2, a]H ′i,2, si x = b
2,
car a /∈ Hi,2 et b2 ∈ Hi,2. Or [b2, a] = [b, a]b[b, a] = (b4)bb4 = b8 = 1 et Hi,2
est un sous-groupe cyclique de G, ce qui ache`ve la preuve du re´sultat 1. 
The´ore`me 12. On garde les notations pre´ce´dentes. Alors G est un groupe
modulaire si et seulement si le 2-groupe de classes de K3,2 est de type (2, 4)
et seulement deux classes qui capitulent dans K3,2. Dans cette situation nous
avons :
1. ker jk→Ki,2 = {1, c} avec i = 1, 2.
2. ker jk→K3,2 = {1, cd2}.
3. ker jk→Ki,4 = {1, c, d2, cd2} avec i = 1, 2 ou 3.
4. La capitulation des 2-classes d’ide´aux de k est de type (2B, 2B, 2A).
Preuve. Supposons que le 2-groupe de classes deK3,2 est de type (2, 4), alors
le groupe quotient H3,2/H
′
3,2 est de type (2, 4). D’apre`s le corollaire 3, G est
un groupe modulaire ou bien
G = G1 = 〈a,b : a4 = b4 = 1, ab = a−1〉.
Si G = G1, alors [a, b] = a
−1ab = a−2 et H3,2 = 〈a, b2〉. G′ est un groupe
cyclique engendre´ par a2, donc H ′3,2 est aussi cyclique engendre´ par
[b2, a] = [b, a]b[b, a] = (a2)ba2 = (ab)2a2 = a−2a2 = 1,
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ceci prouve que H ′3,2 = 1 et nous permet d’e´crire :
VG→H3,2(xG
′) =
{
a2[a, b] = 1, si x = a ;
b4[b2, b] = 1, si x = b2.
Nous avons alors montre´ que ker VG→Hi,2 = {aG′, b2G′, ab2G′, G′}, c’est-a`-
dire que quatre classes capitulent dans K3,2 ; c’est une contradiction avec
le faite que deux classes qui capitulent dans K3,2, alors G est un groupe
modulaire.
Inversement, si G est un groupe modulaire, on a vu, dans la preuve du
the´ore`me 9, que H3,2/H
′
3,2 est de type (2, 4), alors le 2-groupe de classes de
K3,2 est de type (2, 4), de plus le lemme pre´ce´dent entraˆıne que ker VG→Hi,2 =
{ab2, 1}, on conclut que deux classes capitulent dans K3,2 ; pour plus de
pre´cisions, on a ker jk→K3,2 = {1, cd2}. Pour 1. et 3., il suffit de calculer le
ker de VG→Hi,j en utilisant le lemme pre´ce´dent. 4. c’est une conse´quence de
la formule (3). 
3.2. Le cas me´tacyclique non modulaire. Dans cette sous-section, nous
e´tudions le proble`me de capitulation dans le cas ou` G est un 2-groupe
me´tacyclique non modulaire d’ordre 2n avec n ≥ 4. Nous donnons ensuite
le lemme que nous avons utilise´ pour calculer le groupe de´rive´ de Hi,j, puis
nous avons trouve´ l’image de aG′, bG′ et b2G′ par VG→Hi,j .
Lemme 13. On garde les notations pre´ce´dentes. Si G = Gm, alors
(i) [a, b] =


a−2, si G = G1 ou G3 ;
a−2(1−2
n−4), si G = G2 ;
a−2(1−2
n−5), si G = G4.
(ii) [a, b2] =
{
1, si G = G1, G2 ou G3 ;
a2
n−3(−1+2n−5), si G = G4.
(iii) [a2, b] =
{
a−4, si G = G1, G2 ou G3 ;
a−4+2
n−3
, si G = G4.
(iv) [a2, b2] = 1.
Preuve. (i) et (ii). Voir la preuve du lemme 8
(iii) Il suffit d’utiliser les e´galite´s [a2, b] = [a, b]a[a, b] et [a, b] = a−2z2.
(iv) Nous avons [a2, b2] = [a, b2]a[a, b2] =
{
a2
n−2(−1+2n−5), si G = G4 ;
1, si non.
Puisque a2
n−2
= 1, le re´sultat est alors e´vident. 
Corollaire 5. On garde les notations pre´ce´dentes. Si G = Gm, alors
(i) G′ = 〈a2〉 ;
(ii) H ′2,2 = H
′
1,2 = 〈a4〉 et H ′3,2 =
{
1, si G = G1, G2 ou G3 ;
〈a2n−3〉, si G = G4.
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(iii) H ′1,4 = H
′
2,4 = H
′
3,2 = 1.
Preuve. (i) Comme G = 〈a, b〉 est un groupe me´tacyclique, alors son groupe
des commutateurs G′ est cyclique et est engendre´ par [a, b]. Pour G = G4,
n ≥ 6, alors 1− 2n−5 est un nombre impair. Par conse´quent on peut de´duire
que G′ = 〈[a, b]〉 = 〈a−2〉 = 〈a2〉.
(ii) le re´sultat pre´ce´dent nous permet de conclure que H1,2 = 〈b, a2〉,
H2,2 = 〈ab, a2〉, H3,2 = 〈a, b2〉, H1,4 = 〈a〉, H2,4 = 〈ab2, a2〉, et H3,4 = 〈a2, b2〉.
Finalement, il suffit d’utiliser les proprie´te´s (1) et (2), pour remarquer que
[ab2, a2] = [a, a2]b
2
[b2, a2] = [b2, a2] et [ab, a2] = [a, a2]b[b, a2] = [b, a2].
Notre corollaire est donc une conse´quence imme´diate du lemme pre´ce´dent.

The´ore`me 14. On garde les notations pre´ce´dentes. Supposons que G est
d’ordre > 16, alors les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
1. G est me´tacyclique ;
2. Le 2-groupe de classes de K3,2 est de type (2, 2
m) avec m ≥ 3 ;
3. Le 2-nombre de classes de K3,2 est > 8 ;
4. Le 2-groupe de classes de K1,4 est cyclique d’ordre > 2.
Preuve. 1. ⇔ 2. ⇔ 3. Conse´quence directe du corollaire 4, p. 10.
1.⇒ 4. Nous de´duisons du corollaire pre´ce´dent que H1,4 = 〈a〉 et a d’ordre
> 2, alors H ′1,4 = 1. Compte tenu du 〈a〉 = H1,4/H ′1,4 ≃ C2K1,4 , ce re´sultat
est imme´diat.
4. ⇒ 1. Comme H1,4/H ′1,4 ≃ C2K1,4 et C2K1,4 est un groupe cyclique, le
the´ore`me de la base de Burnside entraˆıne queH1,4 est un sous-groupe d’ordre
> 2 normal cyclique de G d’indice 4. Remarquons que G/H1,4 est un groupe
cyclique, alors G est me´tacyclique. 
Corollaire 6. On garde les notations pre´ce´dentes. Si G est me´tacyclique
non abe´lien, alors la tour des 2-corps de classes de Hilbert de k s’arreˆte en
k
(2)
2 .
Preuve. Posons G = Gal(k
(3)
2 /k
(1)
2 ), alors le groupe des commutateurs G
′
est e´gal a` Gal(k
(3)
2 /k
(2)
2 ), ainsi le groupe quotient G/G
′ est isomorphe a` G′
le groupe des commutateurs de G, qui est cyclique, suivant le corollaire
pre´ce´dent. Le the´ore`me de la base de Burnside entraˆıne que G est un groupe
cyclique et G′ = 1. Ceci veut dire k
(3)
2 = k
(2)
2 . 
Lemme 15. On garde les notations pre´ce´dentes. Si G est un 2-groupe
me´tacyclique non abe´lien, alors
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1. VG→Hi,2(xG
′) =
{
a2H ′i,2, si x = a ;
H ′i,2, si x = b
2.
avec i = 1, 2.
2. VG→H3,2(xG
′) =


H ′3,2, si x = a et G = G1 ou G3 ;
a2
n−3
H ′3,2, si x = a et G = G2 ;
a2
n−4
H ′3,2, si x = a et G = G4 ;
a2
n−3
H ′3,2, si x = b
2 et G = G3 ;
H ′3,2, si x = b
2 et G = G1, G2 ou G4.
3. VG→Hi,4(xG
′) =


a2
n−3
H ′i,4, si x = a et G = G4 ;
H ′i,4, si x = a et G = Gj avec j 6= 4 ;
H ′i,4, si x = b et G 6= G3avec i 6= 3 ;
a2
n−3
H ′i,4, si x = b et G = G3 avec i 6= 3 ;
H ′3,4, si x = b et G = G1, G2 ;
a2
n−3
H ′3,4, si x = b et G = G3 ;
a2
n−3(−1+2n−5)H ′3,4, si x = b et G = G4.
avec i = 1, 2 ou 3.
Preuve. Nous montrons ici le premier re´sultat, les autre se traitent de la
meˆme fac¸ons. Nous avons H1,2 = 〈b, a2〉 et H2,2 = 〈ab, a2〉, alors a /∈ Hi,2, ou`
i = 1, 2, ce qui donne que VG→Hi,2(aG
′) = a2H ′i,2. Maintenant, remarquons
que b2 ∈ Hi,2, ou` i = 1, 2 ; et G/Hi,2 = 〈aH ′i,2〉, alors
VG→Hi,2(b
2G′) = b4[b2,a]H ′i,2
=


H ′i,2, si G = G1, G2 ;
a−2
n−3
H ′i,2 si G = G3 ;
a−2
n−3(−1+2n−5)H ′i,2, si G = G4.
Si G = G3, G4, alors n ≥ 5 et H ′i,2 = 〈a4〉 ; on conclut alors que les deux
e´le´ments a−2
n−3
et a−2
n−3(−1+2n−5) appartiennent a` H ′i,2. Finalement on a :
VG→Hi,2(b
2G′) = H ′i,2.

The´ore`me 16. On garde les notations pre´ce´dentes. Si G est me´tacyclique
non modulaire non abe´lien, alors
1. ker jk→Ki,2 = {1, d2} avec i = 1 ou 2.
2. ker jk→K3,2 =


{1, c, d2, cd2}, si G = G1 ;
{1, d2}, si G = G2 ou G4 ;
{1, c}, si G = G3.
3. ker jk→Ki,4 =


Ck,2, si G = G1 ou G2 ;
{1, c, d2, cd2}, si G = G3 ;
{1, d, d2, d3}, si G = G4,
avec i = 1, 2.
CAPITULATION DES 2-CLASSES D’IDE´AUX DE TYPE (2, 4) 17
4. ker jk→K3,4 =
{
Ck,2, si G = G1 ou G2 ;
{1, c, d2, cd2}, si G = G3 ou G = G4.
5. La capitulation des 2-classes d’ide´aux de k est de type (2A, 2A, 2A) ou
bien (2A, 2A, 4).
Preuve. Nous montrons seulement le re´sultat 2. les autres se montrent de la
meˆme fac¸on. D’apre`s le lemme pre´ce´dent on a
VG→H3,2(xG
′) =


H ′3,2, si x = a et G = G1 ou G3 ;
a2
n−3
H ′3,2, si x = a et G = G2 ;
a2
n−4
H ′3,2, si x = a et G = G4 ;
a2
n−3
H ′3,2, si x = b
2 et G = G3 ;
H ′3,2, si x = b
2 et G = G1, G2 ou G4,
or le corollaire 5, montre que H ′3,2 = 1, alors
VG→H3,2(xG
′) =


1, si x = a et G = G1 ou G3 ;
a2
n−3
, si x = a et G = G2 ;
a2
n−4
, si x = a et G = G4 ;
a2
n−3
, si x = b2 et G = G3 ;
1, si x = b2 et G = G1, G2 ou G4.
Les de´finitions des G2, G3 et G4, exigent que n ≥ 5, alors que a2n−3 et a2n−4
sont deux e´le´ments diffe´rents de 1. Ce qui nous permet de conclure que
kerVG→H3,2 =


{G′, aG′, b2G′, ab2G′}, si G = G1 ;
{G′, b2G′}, si G = G2 ou G4 ;
{G′, aG′}, si G = G3.
Par la loi de re´ciprocite´ d’Artin, nous trouvons le re´sultat 2.
5. les re´sultats 1. et 2. du lemme 15 donnent :
ker VG→Hi,2 ∩Hi,2/G′ = {G′, b2G′} ∩ 〈bG′〉 = {G′, b2G′}, si i = 1, 2 ;
et ker VG→H3,2 ∩H3,2/G′ =

〈aG′, b2G′〉 ∩ 〈aG′, b2G′〉 = 〈aG′, b2G′〉, si G = G1 ;
{G′, aG′} ∩ 〈aG′, b2G′〉 = {G′, aG′}, si G = G3 ;
{G′, b2G′} ∩ 〈aG′, b2G′〉 = {G′, b2G′}, si non.
Par la loi de re´ciprocite´ d’Artin, nous trouvons que
| ker jk→Ki,2 ∩ NKi,2/k(CKi,2)| > 1,
ou` i = 1, 2 et 3. Les re´sultats 1. et 2. de ce the´ore`me entraˆınent que la
capitulation des 2-classes d’ide´aux de k est de type (2A, 2A, 2A) ou bien
(2A, 2A, 4). 
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Corollaire 7. On garde les notations pre´ce´dentes. Si G est me´tacyclique
non modulaire non abe´lien et seulement d2 et son carre´ capitulent dans K3,2,
alors les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
1. G = G2 ;
2. la tour des 2-corps de classes de Hilbert de K3,2 s’arreˆte en premie`re
e´tape ;
3. h(Ki,4) =
h(K3,2)
2
avec i = 1, 2 ou 3.
Preuve. 2. ⇔ 3. Comme G est un groupe me´tacyclique non modulaire non
abe´lien et seulement d2 et son carre´ capitulent dans K3,2, alors G est un
groupe d’ordre > 16 et le rang du 2-groupe de classes de K3,2 est e´gal a` 2
(the´ore`me 14), alors la proposition 7 du [Be-Le-Sn-98], entraˆıne que la tour
des 2-corps de classes de Hilbert de K3,2 s’arreˆte en premie`re e´tape si, et
seulement si h(Ki,4) =
h(K3,2)
2
avec i = 1, 2 ou 3.
1. ⇔ 3. Puisque seulement la classe d2 et son carre´ capitulent dans K3,2,
alors G = G2 ou G = G4 ; or si 2
n est l’ordre de G, nous avons d’une part
de´ja` montre´ (p. 10) que
H3,2/H
′
3,2 ≃
{
Z/2Z× Z/2n−2Z, si G = G2 ;
Z/2Z× Z/2n−3Z, si G = G4.
Ceci nous donne que
h(K3,2)
2
=
{
2n−2, si G = G2 ;
2n−3, si G = G4.
D’autre part on a pour i = 1, 2, 3 :
h(Ki,4) = [Hi,4 : H
′
i,4] = [Hi,4 : G
′][G′ : H ′i,4].
D’apre`s le corollaire 5, H ′1,4 = H
′
2,4 = H
′
3,2 = 1 et G
′ = 〈a2〉, alors [G′ : H ′i,4]
est e´gal a` 2n−4, l’ordre de a4. Il est facile de voir que [Hi,4 : G
′] = 2, ce
qui implique que h(Ki,4) = 2
n−3. Finalement, G = G2 si, et seulement si,
h(Ki,4) =
h(K3,2)
2
avec i = 1, 2 ou 3. 
3.3. Le cas non me´tacyclique. Dans cette sous-section, nous e´tudions le
proble`me de capitulation dans le cas ou` G est un 2-groupe non me´tacyclique.
The´ore`me 17. On garde les notations pre´ce´dentes. Alors les proprie´te´s
suivantes sont e´quivalentes :
1. G est non me´tacyclique ;
2. Le 2-groupe de classes de K3,2 est de type (2, 2, 2) ;
3. Le 2-rang du 2-groupe de classes de K3,2 est e´gal a` 3.
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Preuve. 1. ⇔ 2. ⇔ 3. Conse´quence directe du The´ore`me 7, p. 7. 
Lemme 18. On garde les notations pre´ce´dentes. Si G est un 2-groupe non
me´tacyclique, alors
VG→H3,2(xG
′) =
{
[a, b]γ3(G), si x = a ;
γ3(G), si x = b
2.
Preuve. Le re´sultat 4 du corollaire 1, p. 5, donne que siG est non me´tacyclique,
alors
a2 ≡ b4 ≡ c2 ≡ [a, c] ≡ [b, c] ≡ 1 mod γ3(G),
avec [a, b] = c. Si on applique la formule (3), nous trouverons que
VG→H3,2(xG
′) =
{
a2[a, b]H ′3,2, si x = a ;
H ′3,2, si x = b
2,
car a ∈ H3,2 et b2 /∈ H3,2. Comme H ′3,2 = γ3(G) (lemme 6, p. 7) et a2 ≡ 1
mod γ3(G), alors
VG→H3,2(xG
′) =
{
[a, b]γ3(G), si x = a ;
γ3(G), si x = b
2.

Corollaire 8. On garde les notations pre´ce´dentes. Si G est un 2-groupe non
me´tacyclique, alors
1. ker jk→K3,2 = {1, d2} ;
2. La capitulation des 2-classes d’ide´aux de k dans K3,2 est de type 2A.
Preuve. 1. Soit G = 〈a, b〉 tel que a2 ≡ b4 ≡ 1 mod γ2(G). Les termes ci
sont de´finis comme suit : [a, b] = c = c2 et cj+1 = [b, cj ]. Nous avons G
′ =
[c2, c3, . . .], γ3(G) = [c
2
2, c3, . . .] voir [Be-Le-Sn97, lemme 2]. Ceci explique
pourquoi c = [a, b] /∈ γ3(G), alors
ker VG→H3,2 = {G′, b2G′}.
Par la loi de re´ciprocite´ d’Artin, nous trouvons
ker jk→K3,2 = {1, d2}
2. Il suffit de remarquer que
ker VG→H3,2 ∩H3,2/G′ = {G′, b2G′} ∩ 〈aG′, b2G′, c2G′〉.
Par la loi de re´ciprocite´ d’Artin, nous trouvons que
| ker jk→K3,2 ∩ NKi,2/k(CK3,2)| > 1.
Ce qui nous permet de dire que la capitulation des 2-classes d’ide´aux de k
dans K3,2 est de type 2A. 
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3.4. Le cas abe´lien. Dans cette sous-section, nous avons deux the´ore`mes
sur le proble`me de capitulation, dans le cas ou` G est un 2-groupe abe´lien.
The´ore`me 19. On garde les notations pre´ce´dentes. Alors les proprie´te´s
suivantes sont e´quivalentes :
1. G est abe´lien ;
2. Le 2-groupe de classes de K3,2 est de type (2, 2) ;
3. Le 2-nombre de classes de K3,2 est 4 ;
4. Le 2-groupe de classes de Ki,2 est cyclique d’ordre 4 avec i = 1 ou 2 ;
5. Le 2-nombre de classes de Ki,2 est 4 avec i = 1 ou 2 ;
6. La tour des 2-corps de classes de Hilbert de k s’arreˆte en k
(1)
2 ;
7. La capitulation des 2-classes d’ide´aux de k est de type (4, 4, 4).
Preuve. Par la loi de re´ciprocite´ d’Artin et le the´ore`me 10, p. 10, nous trou-
vons que 1. ⇔ 2. ⇔ 3. ⇔ 4. ⇔ 5.
1. ⇔ 6. e´vident.
6. ⇔ 7. voir [Benj-06, lemme 1, p. 105]. 
Corollaire 9. On garde les notations pre´ce´dentes. Si G est abe´lien, alors
1. ker jk→Ki,2 = {1, c, d2, cd2} avec i = 1, 2 ou 3 ;
2. ker jk→Ki,4 = Ck,2 avec i = 1, 2 ou 3.
Preuve. Comme La tour des 2-corps de classes de Hilbert de k s’arreˆte en
k
(1)
2 , il suffit d’appliquer [Jan-75, the´ore`me p.193]. 
4. Application
Dans cette section, on va donner deux applications de quelques re´sultats
pre´ce´dents, l’un pour un corps quadratique re´el, l’autre pour un corps biqua-
dratique imaginaire. Soit k = Q(
√
p1p2p2) un corps quadratique re´el tels que
les pi sont des nombres premier ≡ 1 (mod 4) et le 2-groupe de classes de k
est de type (2, 4). Rappelons que dans [Benj-99] E. Benjamin n’a` pas donne´
une pre´cision sur la structure du groupe G = Gal(k
(2)
2 /k), si la capitulation
est de type (2A, 2A, 2A). Pour nous, nous donnons une condition ne´cessaire
et suffisante pour que le groupe G soit non me´tacyclique, mais avant c¸a,
e´tablissons le lemme suivant :
Lemme 20. Soient p, q et r des nombres premiers distincts deux-a`-deux
tels que p ≡ q ≡ r ≡ 1 (mod 4),
(
p
q
)
= 1 et l est le 2-rang du 2-groupe de
classes de Q(
√
p,
√
qr). Et nous avons les proprie´te´s suivantes :
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(1) Si
(p
r
)
= 1, alors l =


3, si
(
p
q
)
4
=
(
q
p
)
4
et
(p
r
)
4
=
(
r
p
)
4
;
2, si non.
(2) Si
(p
r
)
= −1, alors l =


2, si
(
p
q
)
4
=
(
q
p
)
4
;
1, si non.
Preuve. C’est une consequence immediate du the´ore`me 2 de [Az-Mo-01],
par exemple si
(p
r
)
= 1, nous trouvons que il existe 4 ide´aux premiers de
Q(
√
p), qui se ramifient dans Q(
√
p,
√
qr), ainsi l = 3 − e, avec e = 0 ou
1 ; plus pre´cise´ment on a : e = 0 si, et seulement si,
(
p
q
)
4
=
(
q
p
)
4
et
(p
r
)
4
=
(
r
p
)
4
. 
The´ore`me 21. Soient p1, p2 et p3 des nombres premiers distincts deux-
a`-deux tels que p1 ≡ p2 ≡ p3 ≡ 1 (mod 4). Si le 2-groupe de classes de
k = Q(
√
p1p2p2) est de type (2, 4), alors le groupe G = Gal(k
(2)
2 /k) est non
me´tacyclique si et seulement si
(1)
(
pi
pj
)
=
(
pi
pk
)
= 1 et
(2)
(
pi
pj
)
4
=
(
pj
pi
)
4
et
(
pi
pk
)
4
=
(
pk
pi
)
4
.
Preuve. Nous connaissons que le 2-groupe de classes de k = Q(
√
p1p2p2)
est de type (2, 4), alors k admet une extension cyclique de degre´ 4 et non
ramifie´e pour les ide´aux finis et infinis, donc cette extension doit eˆtre re´elle,
ce qui nous permet d’utiliser les re´sultats de [Re-34, Sc-34] et conclure que
(
pi
pj
)
=
(
pi
pk
)
= 1 et
(
pi
pjpk
)
4
=
(
pjpk
pi
)
4
. (6)
Dans cette situation K3,2 = Q(
√
pi,
√
pjpk). Le the´ore`me 17 entraˆıne que G
est non me´tacyclique si, et seulement si, le 2-rang du 2-groupe de classes de
K3,2 est e´gal a` 3. Le lemme pre´ce´dent montre que c’est e´quivalent a`
(
pi
pj
)
4
=
(
pj
pi
)
4
et
(
pi
pk
)
4
=
(
pk
pi
)
4
.

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Si G est un groupe me´tacyclique, on n’a pas les derniers e´galite´s. La
relation (6) nous donne que(
pi
pj
)
4
= −
(
pj
pi
)
4
et
(
pi
pk
)
4
= −
(
pk
pi
)
4
. (7)
Corollaire 10. Soient i, j et k les entiers de la relation (6). Si le 2-groupe
de classes de k = Q(
√
p1p2p2) est de type (2, 4) et le groupe G = Gal(k
(2)
2 /k)
est me´tacyclique, alors
(a) G est abe´lien si et seulement si
(
pj
pk
)
= −1.
(b) G est non-abe´lien et non-modulaire si et seulement si
(
pj
pk
)
= 1.
Preuve. Si i, j et k sont les entiers de la relation (6) et si le 2-groupe de
classes de k = Q(
√
p1p2p2) est de type (2, 4), alors d’apre`s [Ka-76] on a deux(
pj
pk
)
= −1 ou
(
pj
pk
)
= 1. Dans le premier cas la tour des 2-corps de classes
de Hilbert de k s’arreˆte en k
(1)
2 ([Be-Le-Sn-98, the´ore`me 1]). Par conse´quent
G est un groupe abe´lien. Si
(
pj
pk
)
= 1, la relation (7) et le lemme pre´ce´dent
montre que le 2-rang du 2-groupe de classes de Q(
√
pj,
√
pipk) est e´gal a`
2. C’est-a`-dire que G admet un sous-groupe maximal de rang 2, alors est
non-abe´lien et non-modulaire. 
Dans la suite, nous donnons une autre application, cette fois nous prenons
k = Q(
√
2p, i) et supposons que son 2-groupe de classes est de type (2, 4).
Le the´ore`me suivant est presque le re´sultats principal dans [Az-Ta-08]. Ici il
devient une bonne application de re´sultats pre´ce´dents.
The´ore`me 22. Soit k = Q(
√
2p, i) avec p un nombre premier tel que p ≡ 1
mod 8 et
(
2
p
)
4
=
(p
2
)
4
= −1, 2n le 2-nombre de classes de Q(√−p). Alors
G = Gal(k
(2)
2 /k est un groupe me´tacyclique non-modulaire, de plus
G = 〈a, b : a2n = 1, b4 = 1, ab = a−1+2n−1〉.
Preuve. Notons que le 2-groupe de classes de k est de type (2, 4), car p ≡ 1
mod 8 et
(
2
p
)
4
=
(p
2
)
4
= −1. Nous avons construit dans [Az-Ta-08] une
extensions cyclique d’ordre 4, non ramifie´e sur k et contient le corps k(
√
2).
Avec nos notations c’est le corps K3,2. D’apre`s [Az-Ta-08, the´ore`me 9], le
2-rang du 2-groupe de classes de K3,2 est e´gal a` 2, alors le the´ore`me 14, G
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est un groupe me´tacyclique non-modulaire d’ordre 2n+2, car le 2-nombre de
classes de K3,2 est e´gal a` 2
n+1 avec n ≥ 3, donc l’ordre de G est divisible
par 32. Enfin le the´ore`me 12, la proposition 9 du [Az-Ta-08] et le corollaire
7, impliquent que
G = 〈a, b : a2n = 1, b4 = 1, ab = a−1+2n−1〉.

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